
Thème 1TERRE DES NOMBRES

I - Explorons l'horizonExploration 1 : souvenir de va
an
esJe suis au bord d'une falaise de la 
�te bretonne et je 
ontemple l'horizon,là-bas, au loin. La Terre semble être un disque plat dont je suis le 
entre.Au fait, à quelle distan
e se trouve l'horizon ?Un petit dessin s'impose...et d'autres problèmes apparaissent...Commenous, Ératosthène, dire
teur de la bibliothèque d'Alexandrie vers�240, se doutantque la Terre était une sphère, voulut 
al
uler son rayon.Il observa l'ombre de deux objets situés en deux lieux, Syène (aujourd'hui Assouan) etAlexandrie, le 21 juin (solsti
e d'été) aumidi solaire lo
al. C'est à 
emoment pré
is de l'an-née que dans l'hémisphère nord le Soleil détient la plus haute position au-dessus de l'ho-rizon. Or, Ératosthène remarqua qu'il n'y avait au
une ombre dans un puits à Syène (villesituée à peu près sur le tropique du Can
er) ; ainsi, à 
e moment pré
is, le Soleil était ver-ti
al et sa lumière é
lairait dire
tement le fond du puits. Ératosthène remarqua 
ependantque le même jour à la même heure, un obélisque situé à Alexandrie formait une ombre ;le Soleil n'était don
 plus à la verti
ale et l'obélisque avait une ombre dé
entrée. Il mesuraque l'ombre était 7,2 fois plus petite que l'obélisque.Ératosthène évalua ensuite la distan
e entre Syène et Alexandrie : la distan
e obtenue étaitde 5000 stades, mesure très pro
he de la réalité, un stade (longueur utilisée dans les stadesd'Olympie ou de Delphes) valant environ 157,5 m.

Exploration 2 : rayon de la TerreEn utilisant les mesures d'Ératosthène, peut-on 
al
uler le rayon de laTerre ?Un nouveau dessin s'impose...et d'autres problèmes apparaissent...Exploration 3 : une approximation géométrique de ¼Il n'est pas trop 
ompliqué de déterminer le périmètre d'un hexagone.« Coinçons » alors un 
er
le de rayon 12 entre deux hexagones bien 
hoi-sis : ça nous permettra d'avoir une première approximation du périmètredu 
er
le.Des dessins s'imposent...Et si on 
oinçait notre 
er
le entre deux dodé
agones ? Puis entre deux tétrai
osagones ?Et si on allait jusqu'à 96 
�tés 
omme Ar
himède ? Et si on allait plus loin grâ
e à un ordi-nateur ?Ou bien, on peut utiliser un autre résultat qui semble étonnant :
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ée Jean PERRIN - 2009/2010Exploration 4 : une approximation étrange de ¼En 1735, Leonard EULER dé
ouvre au 
ours de ses nombreuses re
her
hele résultat suivant :¼26 � 112 � 122 � 132 � 142 ����� 1n2 ����Le problème, 
'est 
es � � �Notons Sp1q � 112 , Sp2q � 112 � 122 , Sp3q � 112 � 122 � 132 et plus généralement :Spnq � 112 � 122 � 132 � 142 ����� 1n2Cal
ulons Sp1q, Sp2q, Sp3q, Sp4q. Des remarques ? Comment faire appel à un ordinateurpour nous aider à aller plus loin ?II - Expéditions s
ienti�quesa. Voyage à BabyloneNumération babylonienneTout à 
�té de l'Égypte, au 
ours du deuxième millénaire avant Astérix et Obélix, à Baby-lone, apparut un autre système de numération. La forme, d'abord, était différente 
ar lesBabyloniens utilisaient des tablettes et des poinçons au lieu de papyrus et de pin
eaux. Il yavait prin
ipalement deux 
ara
tères : àet �.Pour 
ompter jusqu'à 59, le système fon
tionne 
omme en Égypte et plus tard en Grè
e età Rome : on ajoute la valeurs des signes é
rits. Ainsi �:
orrespond à 12, Ùpà 48.Lisez les nombres suivants : Øp ; ÛQ ; ×q.Proposez d'autres exemples à vos voisins.À partir de 60, la numération ressemble plus à la n�tre 
ar elle devient « positionnelle » : eneffet, la valeur d'un signe dépend de sa position par rapport aux autres.Ainsi, 63 s'é
rit à Q, 
'est-à-dire 1 fois 60 plus 3 fois 1.De même, Q ×Q
orrespond à 3�60�23� 203En�n : �q Øm
orrespond à 2 soixantaines de soixantaines + 19 soixantaines +35,
'est-à-dire ?Proposez d'autres nombres à vos voisins..Que pensez-vous de 
ette opération : �m+ Ùm= à ?

Et de 
elle-
i : :� àØ� Q ?Est-
e que ça ne vous rappelle pas quelque 
hose ?Les Babyloniens étaient 
onfrontés à une petite ambiguité : le nombre Q ×Qqu'onpeut noter r3;23s représentait à la fois� 3�60�23 ;� 3�602�23�60 ;� 3�23� 160 ;� et
.En fait, 
ela fait penser aux « multipli
ations à virgules » de l'é
ole primaire où vous « dé-
aliez » la virgule quitte à rajouter des zéros : pourquoi ?Multipli
ation babylonienneLes petits Babyloniens devaient apprendre beau
oup de tables de multipli
ations qui res-semblaient à 
e « 
ahier » d'é
olier : de quelle table s'agit-il ?

Ils disposaient également d'une table des 
arrés ; 
omplétez la table suivante :n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20n2 1 4 9Pour multiplier 14 par 22, ils avaient 
e petit dessin en tête :Page 2
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14 8
2

et il ne restait plus qu'à additionner : 14�22� 142�82�62�22�22�22Multipliez de la même manière 17 par 31.b. Voyage en AngleterreL'unité de base anglaise pour mesurer les masses est la livre « pound » dont l'abbréviationest en toute logique anglaise lb...Une livre 
orrespond environ à 453,49g. Pour des mesures plus �nes, on utilise l'on
e« oun
e » (oz) qui vaut 116 lb et le dram (dr) qui vaut 116oz.Pour des mesures plus importantes, on utilise les pierres « stone » (st) sa
hant que 1st�14lb.Combien pesez-vous ? Quelle est votre masse en pierre et livre ?Vous pesez votre panier rempli de pommes et la balan
e indique 238 lb : qu'est-
e que çasigni�e ? Quelle est la masse 
orrespondant en grammes ?Et si vous trouvez 3516 oz de diamant dans votre jardin ?
. Vers nos ra
inesIl aurait été plus 
orre
t d'intituler 
ette a
tivité : 
onstruisons des irrationnels à la règleet à l'équerre.

Quelle est la longueur de la diagonale d'un 
arré de 
�té 1 ? Déduisez-en une 
onstru
tionde?2.Construisez de même?5,?13,?11.Casse-tête en forme d'es
argot adepte du 
ubisme : quelle est la longueur du dixième seg-ment gris de 
ette spirale 1 ?
d. Vers l'in�ni et au-delà...CuriositéObservez 
e qu'af�
he une 
al
ulatri
e quand vous effe
tuez les 
al
uls suivants :324�329 3245�3299 324510�329999Sans preuve, essayez d'é
rire 57,333333333333333333333. . .sous forme de fra
tion.Une histoire de . . .Par 
onvention, les . . .veulent dire qu'il y a une in�nité de 3 à droite de la virgule. C'est unpeu vague, nous en reparlerons plus bas.À votre avis, que vaut 1,333. . .�1,333 ? 1,333� 1,333 ? 1,333 � � ��1,33 ?Tout ça reste un peu empirique.1. Je ne vous demande pas de prouver le résultat mais juste de le deviner Page 3
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ée Jean PERRIN - 2009/2010L'algèbre au se
ours de la numérationNous aimerions prouver 
e que nous avons observé tout à l'heure. Essayons don
 d'é
rire32,444. . .sous forme de fra
tion, puisque la ma
hine nous dit que ça a l'air possible.Comme 
'est embêtant d'é
rire 32,444. . ., nous allons lui donner un petit surnom, parexemple Joe.Don
 Joe� 32,444. . . .LA ruse : que vaut 10� Joe� Joe ? Déduisez-en que Joe est un nombre rationnel puis re-trouvez les résultats pré
édents.Développement dé
imal périodiquePosez la division de 1 par 3, vous obtenez sans 
esse le reste 1 et le développement dé
imalest don
 0,33333333333. . .En fait, il existe une é
riture qui évite les . . . : 0,3 signi�e de la même manière que le 3 serépète in�niment.Voyez 
e que donne 13/7.1 36 04 05 01 03 02 06 04 05 01
71.8 5 7 1 4 2 8 5 7

Don
 on é
rit 13�7� 1.857142. . .Si, et seulement siSi je nage en maillot de bain dans un la
 syldave alors je serai mouillé, mais est-
e que sije suis mouillé alors je nage en maillot de bain dans un la
 syldave ?La première proposition 2 est une impli
ation vraie : nager en maillot de bain dans un la
syldave implique d'être mouillé.On utilise le symboleùñ pour matérialiser 
ette impli
ation :

Nager en maillot dans un la
 syldaveñ être mouilléLa deuxième proposition 3 est l'impli
ation ré
iproque.Dans le 
as qui nous o

upe, 
etteimpli
ation ré
iproque est fausseêtre mouillé÷nager en maillot dans un la
 syldaveOn dit que 
es deux propositions ne sont pas équivalentes :Nager en maillot dans un la
 syldaveø être mouilléQue pensez-vous de l'af�rmation : Un quadrilatère est un 
arré si, et seulement si, 
'est unre
tangle ?Et 
elle-
i :Un quadrilatère est un parallélogramme si, et seulement si, il a deux 
�tés oppo-sés et de même longueurRevenons à nos nombres.En pensant à la division posée, expliquer pourquoi un nombre rationnel admet for
émentun développement dé
imal périodique.Inversement, expliquez pourquoi un nombre admettant un développement rationnel pé-riodique est for
ément rationnel.Comment exprimer 
es résultats en termes d'équivalen
e ?Les limites du développement dé
imalÉ
rivez sous forme de fra
tion le nombre 1,9.Des remarques ?III - Des algorithmes...a. Valeur absolueLa valeur absolue d'un nombre est égale à sa distan
e à zéro...2. Si je nage en maillot de bain dans un la
 syldave alors je serai mouillé3. Si je suis mouillé alors je nage enmaillot de bain dans un la
 syldave Page 4
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ée Jean PERRIN - 2009/2010b. Jardinage et grattageAve
 le ré
hauffement de la planète, Rezé est devenu une oasis au milieu d'un désert desable. Seule végétation à avoir résisté, un alignement de 50 palmiers espa
és de 1 mètresont l'objet de toutes les attentions du dernier jardinier en
ore en exer
i
e. Il dispose d'unarrosoir dont la 
apa
ité 
orrespond aux besoin d'un palmier et d'un point d'eau situé aupied du premier palmier. Combien de mètres par
ourt-il pour arroser tous les palmiers ?Autre problème : vous avez gagné au grand tirage au sort des abonnés à Voilà. La dire
tiondu magazine vous offre de vous verser sur votre 
ompte en banque 1 euro après un moisd'abonnement, 2 euros après 2 mois, 3 euros après 3 mois, et
. Si vous ne dépensez rien,de 
ombien disposerez-vous après 50 mois d'abonnement ?
. Héron d'AlexandrieContemporain de l'empereur Auguste, Héron d'Alexandrie est 
élèbre pour avoir déter-miné unmoyen d'obtenir une approximation de?2mais les Babyloniens 
onnaissait 
ettete
hnique bien avant lui.Le se
ret de la méthode part de la 
onstatation suivante : si x est un nombre plus grandque?2 alors 2x est plus petit que?2. Pouvez-vous le prouver ?Si on part de x � 2, qu'est-
e que 
ela prouve ? Mmmmmmmm... pas terrible.Prenons le milieu entre x et 2x : est-il plus grand ou plus petit que ?2 ? Comment en êtretoujours sûr ?d. François VièteEn 1593, entre deux poules au pot dégustées en l'honneur du bon roi Henri IV, FrançoisViète prouva la formule suivante :2¼ � ?22 �a2�?22 �b2�a2�?22 ����Utilisez 
ette formule pour obtenir une bonne approximation de ¼.
IV - Exer
i
es te
hniquesExer
i
e 1Répondre par vrai ou faux en justi�ant vos réponses :1. Un entier est positif.2. Un entier n'est pas un dé
imal.3. Un dé
imal est un rationnel.4. Un quotient de deux nombres est un rationnel.5. Un nombre peut être à la fois un entier naturel et un entier relatif.6. 3 est un nombre rationnel.Exer
i
e 2On 
onsidère tous les nombres 
ompris entre -4 et 3 in
lus.1. Combien 
et intervalle 
ontient-il d'éléments de N ?2. Combien 
et intervalle 
ontient-il d'éléments de Z ?3. Combien 
et intervalle 
ontient-il d'éléments de Q ?4. Citer un élément de 
et intervalle qui soit entier non naturel.5. Citer un élément de 
et intervalle qui soit un rationnel non dé
imal.6. Citer un élément de 
et intervalle qui soit un réel mais pas un rationnel.Exer
i
e 3On donne un re
tangle STUV dont les dimensions exa
tes en 
entimètres sont :ST� L� 16�4?2 et TU� l � 16�4?2.Cal
uler, en détaillant et en donnant les valeurs exa
tes des résultats :1. Le périmètreP du re
tangle STUV en 
entimètres.Page 5
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ée Jean PERRIN - 2009/20102. L'aireA du re
tangle STUV en 
entimètres 
arrés.3. La longueur d de la diagonale du re
tangle STUV en 
entimètres.

Exer
i
e 4Compléter toutes les 
ases du tableau suivant par le symbole P ou R

35 7 27 100 ? 5�3? 5 ? 5 1�2? 3 �1�2 3 12 7�5 ? 52 �42 p1�? 5qp1�? 5q
3�2? 3 4�? 3 341 19NZDQRExer
i
e 51. Montrer queb1� 35 �b1� 35 est rationnel.2. Montrer que �3?2�?3��3?2�?3� et �?2�?8�2 sont des entiers.3. Montrer que �b 25 �b 52	2 est un rationnel.4. Plus généralement,montrer que les nombres �b a
 �b 
a	2 et �b a
 �b 
a	2 le sontaussi.

Exer
i
e 6Un �l de se
tion S 
omporte n éle
trons par unité de volume se déplaçant à la vitesse v .L'intensité I du 
ourant 
ir
ulant dans 
e �l est donnée en ampère par la formule :I�nSqvoù q désigne une 
harge éle
trique.On donne :n� 6�1026 m�3q � 1,5�10�19 C v � 2�10�3 m.s�1S� 1,2�10�6 m2.1. Faire le 
al
ul de I, en ampère, à l'aide de la 
al
ulatri
e, et donner le résultat.2. Faire le 
al
ul à la main en détaillant les étapes.Exer
i
e 7É
rire le nombre suivant sans radi
al au dénominateur : A� 2�?3?3�?2 .Exer
i
e 8É
rire sous forme de fra
tion irrédu
tible : B� 1� 121� 11� 13 .

Exer
i
e 9Soit ABC un triangle tel que AB�?8�?2, AC�?3�2?27 et BC� 184 14863 217 .Page 6



IV -. EXERCICES TECHNIQUES 2nde 4 - Ly
ée Jean PERRIN - 2009/20101. Donner à l'aide de la 
al
ulatri
e un en
adrement à 10�2 près de 
ha
un des 
�tés.2. Donner les valeurs exa
tes de AB2, AC2 et BC2.3. Le triangle ABC est-il re
tangle ?Exer
i
e 101. Dé
omposer le nombre 1008 en produit de fa
teurs premiers.2. É
rire le nombre?1008 sous la forme a?7 où a est un nombre entier.Exer
i
e 11Soit x un nombre réel. On poseA�ax2� x�1�ax2� x�1 et B� 2x?x2� x�1�?x2� x�11. Ave
 une 
al
ulatri
e, déterminer des valeurs appro
hées à 10�10 près de A et Bpour : x � 104 x� 1018 x ��32. Démontrer par le 
al
ul que A�B.3. Comment peut-on expliquer les résultats de la question 1. ?Exer
i
e 12Pour trouver la nature d'un nombre, on le simpli�e au maximum pour trouver le plus petitensemble auquel il appartient.Déterminer la nature des nombres suivants :A� �?1443 ; B� ¼314 ; C� �?3�2��?3�2�45 ; D� �5?3�2�2�20?3E� ¼3 � ¼11 ; F� 5,393939. . .; G� 5,37�11,6
Exer
i
e 131. Donner l'é
riture s
ienti�que des nombres suivants :(a) H� 4,5�105�6,4�104;(b) I��2,45�10�4�54,7�10�4;(
) J� 4,8�10�11�27�1051,2�10�32. La vitesse de la lumière est d'environ 3�108 m/s. La distan
emoyenne entre la Terreet le Soleil est d'environ 149�106km. Cal
uler le temps mis par un rayon lumineuxdu Soleil pour atteindre la Terre.Exer
i
e 141. Développer et réduire l'expression pn�1q2�n2.2. En déduire que tout nombre entier impair est la différen
e de deux 
arrés.3. Trouver une différen
e de deux 
arrés égale à 13, puis une autre égale à 45.Exer
i
e 15Montrer les égalités suivantes :1. 1 000�0,000 032�1036�10�9 � 0,152. 16��?3�5�2� �9�?3��?3�1� 3. 5�?223 � 15�?24. ?5�15�?5 �7?5� 36?55Exer
i
e 16Développer et réduire :A�p4�?5q2 B�p?5�?3q2 C�p7�?5qp7�?5q D�p4?3�2qp3�?3qPage 7
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ée Jean PERRIN - 2009/2010Exer
i
e 17Fa
toriser les expressions suivantes :Apxq � 64x2�49Bpxq � 21x2�14xCpxq � 4x2�4x�1Dpxq � p4x�3q2�25 Epxq � 4px�1q2�2px�1qpx�3qFpxq � 4px�2q2�16Gpxq � p5x�3q2�p6x�2q2Exer
i
e 18Déterminer les 
onstantes a, b et 
 tels que : 6x2� x�42x�3 � ax�b� 
2x�3 .Exer
i
e 19Exprimer 
ha
un des nombres a, b, 
 et d sous forme d'une fra
tion irrédu
tible en faisantapparaître les étapes du 
al
ul :a� 34 � 14 � 52b� 13�1014�1062�p103q7 
 �
 49100 � p?3q210d � 120 �?14�1��?14�1�Exer
i
e 20Parmi les expressions suivantes, indiquer les sommes, les produits et les quotients.Apxq� 2x�3x2�1 Bpxq � x�1x � 14 Cpxq � 4x3 px�2qDpxq � p5x�1q2 Epxq � px�3q2x�7 Fpxq � 3xpx�1qNB : on fera des phrases du type : « Gpxq est le produit de px�7q par px�3q. »
Exer
i
e 21Retrouver parmi les expressions suivantes 
elles qui 
orrespondent à des développementsde 
arrés :Apxq� x2�2x�1 Bpxq � 4x2�4x�1Cpxq � x2�3x�9 Dpxq� 4x2�12x�9Exer
i
e 22Soit l'expression f pxq ��x2� 6x .Cal
uler l'expression pour les valeurs suivantes :
 x� 3 ;
 x��2 ;
 x�?3 ; 
 x � 32 . .

Exer
i
e 23Véri�er que les trois expressions suivantes 
orrespondent à une même expression :xp2x�1q�3 ; p2x�3qpx�1q ; 2�x� 14	2� 258Exer
i
e 241. Véri�er les égalités suivantes : b�2�?5�2�?5�2 et a11�6?6� 3�?2.2. Cal
uler : A�3b�1�?2�2�2b�2?2�3�2�a11�6?6� 3�?2.Page 8


